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Вспоминаем обозначения

x ∈ [a; b] a ! x ! b
x ∈ [a; b) a ! x < b
x ∈ Z x — целое число
x ∈ ZM x — целое число, 0 ! x < M
x ∈ N x — целое число, x > 0
x ∈ P x — простое число
x ∈ Q x — рациональное число
x ∈ R x — действительное число
a

... b a делится нацело на b

a ∕ ... b a не делится нацело на b
r = a (mod p) остаток от деления нацело a на p, r ∈ [0, p)
a ≡ b (mod ()p) a и b сравнимы по модулю p
∀x : для каждого x ...
∃x : существует x такое, что ...

С. Л. Бабичев Математические основы информатики 9 сентября 2021 г. 2 / 26



Множества

Множество — фундаментальное понятие математики.
Определение: Множество — произвольный набор элементов. Если элемент
x является элементом множества A, то x принадлежит A или x ∈ A.

Что тогда такое набор?
Пусть понятия набор и множество будут аксиоматическими.
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Задание состава элементов множества

1. Перечислением:

A = {3, 1, 4, 6}, (1)

N = {1, 2, 3, 4, . . . } (2)

Множества с повторяющимися элементами называются мультимножествами
или комплектами. Мы их рассматривать не будем.

2. Заданием свойств. В множество включаются элементы, удовлетворяющие
заданному свойству.

{x : x > 0, x ... 2}. (3)
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Подмножества

Определение: Множество A есть подмножество множества B, если каждый из
элементов множества A принадлежит множеству B. Это обозначается так:

A ⊂ B. (4)

Если A ⊂ B и B ⊂ A, то A = B — множества A и B равны.
Если A ⊂ B и A ∕= B, то A — собственное подмножество B.

Определение: Число элементов множества A обозначается через |A|.
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Отношения на подмножествах

Для отношения ⊂:

Рефлексивность: ∀A : A ⊂ A;
Антисимметричность: ∀A,B : A ⊂ B ∧B ⊂ A =⇒ A = B;
Транзитивность: ∀A,B,C : A ⊂ B ∧B ⊂ C =⇒ A ⊂ C;

Для отношения =:

Рефлексивность: ∀A : A = A;
Cимметричность: ∀A,B : A = B =⇒ B ⊂ A;
Транзитивность: ∀A,B,C : A = B ∧B = C =⇒ A = C;

Пустое множество ∅, есть подмножество любого множества.

∀A : ∅ ⊂ A (5)

Не путайте знаки ∈ и ⊂!
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Парадокс Рассела

Наши определения множеств и подмножеств интуитивны, но наивны.
Бертран Рассел (1872-1970).
Пусть множество A есть множество всех множеств, не являющихся его
собственными элементами.

A = {X : X ∕∈ A}. (6)

С одной стороны, по определению, A ∕∈ A, но тогда A нужно включить в
множество.
С другой стороны, если A ∈ A, то не выполняется исходное условие.
Может ли всемогущее существо создать камень, который оно не может
поднять?
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Универсум. Операции над множествами
Определение: Универсум — множество, которому заведомо принадлежат все
элементы всех рассматриваемых множеств. Его обычно обозначают как U .
Определение: Для заданных множеств A,B и универсума U :

объединение:
A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}; (7)

пересечение:
A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}; (8)

разность:
A \B = {x : x ∈ A ∧ x ∕∈ B}; (9)

симметрическая разность:

A△B = {x : x ∈ A ∧ x ∕∈ B ∨ x ∈ B ∧ x ∕∈ A}; (10)

дополнение:
A = {x : x ∕∈ A} = U \ A. (11)

Определение: Объединение двух непересекающихся множеств называют
дизъюнктным объединением.
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Знакомые картинки: круги Эйлера

Другое название: диаграммы Венна.

A B

U

A B

U

A B

U U

A

U

1) A ∩B; 2) A ∪B; 3) A \B; 4) A△B; 5) A.
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Законы операций над множествами
Над операциями над множествами действует несколько законов:

коммутативности:
A ∩B = B ∩ A; (12)

A ∪B = B ∪ A; (13)

ассоциативности:
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C); (14)

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C); (15)

дистрибутивности:

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C); (16)

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C); (17)

де Моргана:
(A ∩B) = A ∪B; (18)

(A ∪B) = A ∩B; (19)
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Декартово произведение множеств
Определение: Множество всех упорядоченных пар (a, b), где a ∈ A, b ∈ B,
называется Декартовым произведением множеств A и B и обозначается A× B.

|A× B| = |A|× |B|. (20)

Другое название — прямое произведение.

A B
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Декартово произведение множеств

F : A → B. (21)

Неформально обобщается на произведение любого конечного числа множеств.
Множества, которые мы умножаем, могут быть одним и тем же множеством.
Тогда появляется операция возведения в степень.
Множество B = {0, 1} при возведении в степень m даст 2m элементов.
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Соответствия и отображения
Декартово произведение двух множеств определяет связи каждый → каждый. Это
— частный случай соответствия множеств.
Определение: Соответствие F между множествами A и B есть какое-либо
подмножество Декартова произведения F ⊂ A× B.
Определение: Если в F : A → B для каждого элемента a ∈ A имеется ровно
одно b ∈ B, то это отображение A на B или функция b = F (a).

F : A → B. (22)

A B
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Определение: b называется образом точки a при этом отображении,

F−1(b)
def
= {a ∈ A : F (a) = b}. (23)

а a — прообразом.

A B

a

b

Определение: Множество всех b ∈ B с непустым прообразом есть образ
отображения F : A → B.

im(F )
def
= {b ∈ B : F−1(b) ∕= ∅} = {b ∈ B : ∃a ∈ A : F (a) = b}. (24)
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Определение: Отображения F : A → B и G : A → B равны, если

∀a ∈ X : F (a) = G(a). (25)

Определение: Отображение F : A → B есть сюръекция A ↠ B, если

im(F ) = B. (26)

A B

Сюръекция A на B.

Как увидеть, что отображение сюръективно: прообраз каждого элемента b ∈ B не
пуст.
Другие термины для сюръекции: наложение, эпиморфизм.
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Определение: Отображение F : A → B есть инъекция A ↩→ B, если

∀a1, a2 ∈ A : F (a1) = F (a2) =⇒ a1 = a2. (27)

A B

Инъекция A на B.

При этом отображении прообраз каждого элемента b ∈ B содержит не более
одного элемента. Обратите внимание, что прообраза может не быть вообще!
Инъекцию ещё называют словами вложение или мономорфизм.
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Определение: Отображение F : A → B есть биекция, если оно одновременно
является инъекцией и сюръекцией и обозначается A!=B.

A B

Биекция A на B.

Для каждого элемента a ∈ A существует ровно один элемент b ∈ B такой, что
F (a) = b. Другие термины: взаимно-однозначное соответствие, изоморфизм.

С. Л. Бабичев Математические основы информатики 9 сентября 2021 г. 17 / 26



Эндоморфизмы и автоморфизмы

Множество всех отображений из множества A в множество B обозначается
Hom(A,B). Отображения множества A на себя A → A называются
эндоморфизмами. Множество всех эндоморфизмов обозначается End(X).

Определение: Автоморфизмы — взаимно однозначные эндоморфизмы ∼→
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Алгебра множеств

Как доказывать эквивалентность высказываний над множествами?
Как доказать, например, один из законов дистрибутивности?

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

Будем доказывать, что любой элемент одной части является элементом
другой.
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Доказываем закон дистрибутивности

1. Доказываем L =⇒ R. Пусть x ∈ (A ∩B) ∪ C.
2. По определению объединения x ∈ (A ∪B) или x ∈ C.
3. x ∈ C =⇒ x ∈ (A ∪ C).
4. x ∈ C =⇒ x ∈ (B ∪ C).
5. x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C). Доказали L =⇒ R.
6. Доказываем R =⇒ L. Пусть x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).
7. По определению пересечения x ∈ (A ∪ C) и x ∈ (B ∪ C).

8. Теперь если x ∈ C, то x ∈ (A ∩B) ∪ C.
9. Если же x ∕∈ C, то так как x ∈ (A ∪ C) =⇒ x ∈ A.

10. Аналогично доказываем, что x ∈ B.
11. Так как x ∈ A и x ∈ B =⇒ x ∈ (A ∩B).
12. Из (8) и (11) следует R =⇒ L.
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Мощность множества: немного подробнее

Утверждение. Для конечных множеств A и B существует биекция тогда и
только тогда, когда |A| = |B|. Равномощные множества A и B обозначаются

A ∼= B (28)

Утверждение. Для множеств A, B и C верно:
◮ A ∼= A. — рефлексивность;
◮ если A ∼= B, то B ∼= A — симметричность;
◮ если A ∼= B и B ∼= C, то A ∼= C — транзитивность.

Отношения, для которых выполняются свойства рефлексивности,
симметричности и транзитивности, называются отношениями
эквивалентности.
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Счётные множества

Определение: Множеством натуральных чисел называется множество
N = {0, 1, 2, . . . , }.
Определение: Множество A называется счётным, если оно равномощно
множеству N.
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Парадокс Галиллея

Рассмотрим множество квадратов всех натуральных чисел

Q = {n2 : n ∈ N} (29)

Не все числа — квадраты.
Но множество равномощно N.
Множество N равномощно своему подмножеству Q.
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Свойства счётных множеств
Метафора Гильберта. Пусть имеется отель, где для каждого x ∈ N есть
одноместная комната с номером N . Множество счётное, если его можно
расселить в этом отеле.

Утверждение. Если A — счётное множество и b ∕∈ A, то A ∪B тоже счётно.
Доказательство. Пусть x есть биекция N → A. Тогда определим биекцию
y : N → (A ∪ {b}) таким образом:

y(0) → b

y(n) = x(n− 1) для n > 0

Утверждение. Если A — счётное множество и B — конечное, то A ∪B тоже
счётно.
Утверждение. Если A и B — счётные множествато A ∪B тоже счётно.
Утверждение. Если для каждого n ∈ N множество An счётно, то множество
A0 ∪ A1 ∪ . . . тоже счётно.
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Примеры несчётных множеств

Достаточно доказать, что множество {0, 1}N несчётно.
Диагональный метод Кантора.
Множество {0, 1}N есть множество бесконечных последовательностей 0 и 1.
Предположим, что это множество счётно.
Обозначим все такие последовательности как α0,α1,α2, . . . .
Пусть αij — j−й элемент последовательности αi.
Рассмотрим последовательность di = 1− aii.
Это тоже последовательность 0 и 1.
Если d = αn, то dn = ann и одновременно dn = 1− ann. Противоречие.
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Континуумы

Лемма. Если A бесконечно, а B счётно, то A ∪B ∼= A.

Теорема о количестве точек на отрезке. Множество точек P на отрезке [0, 1]
равномощно множеству {0, 1}N.
Доказательство. Предъявим инъективное отображение P → {0, 1}N. Для
произвольного числа x ∈ [0, 1] a1 = 0, если x ∈ [0, 0.5] и единица, если x ∈ (0.5, 1].
a2 = 0, если x лежит в левой половине подотрезка, и a2 = 1 в противном случае.

Последовательности, в которые входит хотя бы один 0 и которые заканчиваются
бесконечной последовательностью единиц, не входят в образ отображения. Их
число определяется позицией последнего нуля и счётно.

Последовательность, состоящая из одних единиц, соответствует правому концу
отрезка.

Множество P отличается от {0, 1}N на счётное множество → множества
равномощны. Такие множества называются континуальными.
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