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Поле󰑬ные операции над дерев󰑭󰑱ми
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Какие операции сейчас име󰑧тс󰑱

Сейчас име󰑧тс󰑱 следу󰑧щие операции:
insert(key) 󰯹 вставит󰑭 кл󰑧ч как терминал󰑭ну󰑧 вершину. T = O(H).
rotateLeft(node) 󰯹 повернут󰑭 в у󰑬ле node дерево налево, вернут󰑭 новый
корен󰑭. T = O(1).

rotateRight(node) 󰯹 повернут󰑭 в у󰑬ле node дерево направо, вернут󰑭 новый
корен󰑭. T = O(1).

insertToRoot(key) 󰯹 вставит󰑭 кл󰑧ч в корен󰑭, при под󰑫ёме враща󰑱 дерево по
направлени󰑧 к поднима󰑧щемус󰑱 у󰑬лу. T = O(H).
find(key) 󰯹 найти у󰑬ел, содер󰑨ащий кл󰑧ч key. T = O(H).
erase(key) 󰯹 удалит󰑭 у󰑬ел, содер󰑨ащий key. T = O(H).
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Что мо󰑨но добавит󰑭?

Добавим операци󰑧
moveToRoot(node) 󰯹 переместит󰑭 существу󰑧щий у󰑬ел в корен󰑭 враща󰑱
дерево при под󰑫ёме. T = O(H).

Какие операции по󰑱вилис󰑭:

split(key) 󰯹 ра󰑬бит󰑭 дерево на два, T1, содер󰑨ащее все у󰑬лы, не бол󰑭шие key
и T2 󰯹 все у󰑬лы бол󰑭шие key.
Дл󰑱 этого поднимем key в корен󰑭 и отправим леву󰑧 част󰑭 с корнем в T1,
правого ребёнка (если ест󰑭) 󰯹 в T2.
merge(T1, T2) 󰯹 слит󰑭 два дерева T1, все элементы которого мен󰑭ше л󰑧бого
и󰑬 T2 в одно. T = O(H).
Дл󰑱 этого поднимем наибол󰑭ший элемент дерева T1 в корен󰑭. Все элементы
T1, кроме наибол󰑭шего, ока󰑨утс󰑱 в левом поддереве. Правым поддеревом
сделаем T2. T = O(H).
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Что мо󰑨но добавит󰑭?

Добавим ещё операци󰑧 сли󰑱ни󰑱 прои󰑬вол󰑭ных дерев󰑭ев T1 и T2 󰑬а линейное
врем󰑱.

1. Если одно и󰑬 дерев󰑭ев пусто 󰯹 во󰑬вращаем второе.
2. Иначе прои󰑬вол󰑭но выбираем корен󰑭 и󰑬 двух корней. Пуст󰑭 это T1.
3. Вставл󰑱ем корен󰑭 T1 вставкой в корен󰑭 в T2. Это даст нам два поддерева,

кл󰑧чи которых мен󰑭ше этого корн󰑱 и два поддерева, кл󰑧чи которого бол󰑭ше.
4. Рекурсивно вставл󰑱ем левые поддерев󰑭󰑱 T1 и T2 в леву󰑧 част󰑭 нового, правые

󰯹 в праву󰑧 част󰑭 нового.
5. Убедитес󰑭 сами, что сло󰑨ност󰑭 алгоритма линейна.
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Сли󰑱ние дерев󰑭ев

node *join(node* t1, node *t2) {
if (t1 == NULL) return t2;
if (t2 == NULL) return t1;
t2 = insertToToot(t2, t1->item);
t2->left = join(t1->left, t2->left);
t2->right = join(t2->right, t2->right);
// destroy a
return t2;

}
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Какие поле󰑬ные операции по󰑱вилис󰑭

split(key) 󰯹 ра󰑬бит󰑭 дерево на два, T1, содер󰑨ащее все у󰑬лы, не бол󰑭шие key
и T2 󰯹 все у󰑬лы бол󰑭шие key.
Дл󰑱 этого поднимем key в корен󰑭 и отправим леву󰑧 част󰑭 с корнем в T1,
правого ребёнка (если ест󰑭) 󰯹 в T2.
merge(T1, T2) 󰯹 слит󰑭 два дерева T1, все элементы которого мен󰑭ше л󰑧бого
и󰑬 T2 в одно. T = O(H).
Дл󰑱 этого поднимем наибол󰑭ший элемент дерева T1 в корен󰑭. Все элементы
T1, кроме наибол󰑭шего, ока󰑨утс󰑱 в левом поддереве. Правым поддеревом
сделаем T2. T = O(H).
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Что нам это даёт

Тепер󰑭 мо󰑨но проводит󰑭 операции insert и erase, испол󰑭󰑬у󰑱 тол󰑭ко split и merge.

insert(key): ра󰑬об󰑭ём дерево T на два по кл󰑧чу key на T1 и T2, сделаем key
вершиной, левым ребёнком сделаем T1, правым 󰯹 T2. T = O(H).
erase(key): поднимем key до корн󰑱, сол󰑭ём Tleft и Tright. T = O(H).
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Добавим ещё поле

К пол󰑱ми left, right и parent добавим поле count, которое будет содер󰑨ат󰑭
количество у󰑬лов во всех поддерев󰑭󰑱х.
Тогда по󰑱вл󰑱етс󰑱 операци󰑱

select(k) 󰯹 дат󰑭 k−󰑧 пор󰑱дкову󰑧 статистику дерева. Спускаемс󰑱 от корн󰑱
дерева, переход󰑱 налево или направо в 󰑬ависимости от суммарного
количества детей в соответству󰑧щем поддереве. T = O(H).
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Дерево по н󰑱вному кл󰑧чу

Вместо кл󰑧ча мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 поле count, сохранив поле data. Тогда:

insertAfter(k, data) 󰯹 вставит󰑭 данные data после номера k. Находим по
select(k) ну󰑨ный у󰑬ел и вставл󰑱ем после него. T = O(H).

insertBefore(k, data) 󰯹 вставит󰑭 данные data после номера k. Находим по
select(k) ну󰑨ный у󰑬ел и вставл󰑱ем перед ним. T = O(H).

Тепер󰑭 у нас ест󰑭 массив данных, в который мы мо󰑨ем добавл󰑱т󰑭 элементы в
л󰑧бое место, 󰯺ра󰑬двига󰑱󰯻 элементы массива, удал󰑱т󰑭 и󰑬 л󰑧бого места,
󰯺сдвига󰑱󰯻 элементы массива.
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Име󰑧щиес󰑱 󰯺внешние󰯻 операции

insert(key, data) 󰯹 вставит󰑭 кл󰑧ч по 󰑬начени󰑧. T = O(H).
find(key) 󰯹 найти у󰑬ел, содер󰑨ащий кл󰑧ч key. T = O(H).
erase(key) 󰯹 удалит󰑭 у󰑬ел, содер󰑨ащий key. T = O(H).
select(k) 󰯹 дат󰑭 k−󰑧 пор󰑱дкову󰑧 статистику дерева. T = O(H).
insertAfter(k, data) 󰯹 вставит󰑭 данные data после номера k. T = O(H).

insertBefore(k, data) 󰯹 вставит󰑭 данные data после номера k. T = O(H).
enumerate() 󰯹 перечислит󰑭 все элементы в 󰑬аданном пор󰑱дке кл󰑧чей.
T = O(Nnodes).

У нас ест󰑭 почти идеал󰑭на󰑱 структура данных, где H = O(logNnodes) 󰯹 декартово
дерево. Тогда все операции провод󰑱тс󰑱 󰑬а O(logN).
Хорошо подходит и более проста󰑱 структура данных 󰯹 splay-дерево.
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Splay-дерев󰑭󰑱
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Алгоритм 󰯺Вставка в корен󰑭󰯻 перемещал тол󰑭ко что вставленну󰑧 вершину в
корен󰑭 дерева поиска.
Мы у󰑨е убе󰑨далис󰑭, что вставка тол󰑭ко в корен󰑭 не приводит к и󰑬бавлени󰑧
от 󰯺бамбука󰯻 при вставке упор󰑱доченных 󰑬начений.
Попробуем эту операци󰑧 совместит󰑭 с переформировкой структуры дерева.
Структура данных и󰑬обретена Слеатором и Тард󰑨аном.
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Свойства splay-дерева
Ка󰑨дый ра󰑬 при поиске элемента x или вставке элемента x он перемещаетс󰑱
в корен󰑭.
Следу󰑧ща󰑱 операци󰑱 с x прои󰑬водитс󰑱 быстро.
ST не поддер󰑨ивает инвариантов. Структура ST мо󰑨ет быт󰑭 прои󰑬вол󰑭ной.
Ка󰑨да󰑱 операци󰑱, да󰑨е поиска, и󰑬мен󰑱ет форму.
У󰑬ел отправл󰑱етс󰑱 наверх серией одиночных или двойных поворотов.
Одиночный поворот поднимает у󰑬ел на уровен󰑭 вверх, двойной 󰯹 на два
уровн󰑱.
Эти повороты происход󰑱т до тех пор, пока у󰑬ел x не ока󰑨етс󰑱 в корне. Этот
процесс на󰑬ываетс󰑱 splaying. Кроме под󰑫ёма вверх splaying сокращает
высоту дерева, дела󰑱 его более сбалансированным.
Имеетс󰑱 два варианта одиночных и четыре варианта двойных поворотов.
В некоторой литературе их на󰑬ыва󰑧т комбинацией слов zig (правый) и zag
(левый).
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Будем обо󰑬начат󰑭 󰑬а p(x) родител󰑱, а 󰑬а g(x) 󰯹 родител󰑱 родител󰑱.
Если x левый ребёнок и g(x) не существует, то во󰑬мо󰑨ен тол󰑭ко простой
одиночный правый поворот.
Если x левый ребёнок и x не имеет дедушку, то во󰑬мо󰑨ен тол󰑭ко простой
одиночный левый поворот.
zag − zag 󰯹 у󰑬ел x находитс󰑱 справа-справа от g(x).
zag − zag 󰯹 у󰑬ел x находитс󰑱 слева-слева от g(x).
zig − zag 󰯹 у󰑬ел x находитс󰑱 справа-слева от g(x).
zag − zig 󰯹 у󰑬ел x находитс󰑱 слева-справа от g(x).
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Операци󰑱 splay

Введём операци󰑧 splay, котора󰑱 поднимает у󰑬ел x в корен󰑭.
Она состоит и󰑬 нескол󰑭ких под󰑫ёмов. Всё 󰑬ависит от того, откуда x
поднимаетс󰑱. Ка󰑨дый пункт во󰑬вращает алгоритм к пункту 1. Итак:

1. Если p(x) не существует, то алгоритм 󰑬авершён.
2. Если g(x) не существует:

2.1 Если x 󰯹 левый сын (x = left(p(x))), то вращаем родител󰑱 вправо.
2.2 Если x 󰯹 правый сын (x = right(p(x))), то вращаем родител󰑱 влево.

3. g(x) существует.
3.1 Если ориентаци󰑱 x и xp(x) а так 󰑨е p(x) и g(x) одинакова󰑱 (или оба слева, или

оба справа), то вначале поворачиваем g(x), 󰑬атем p(x) (zag − zag или zig − zig).
3.2 Иначе сначала поворачиваем p(x), потом g(x) (zig − zag или zag − zig).
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Псевдокод операции splay
while (x->p != NULL) {

if (x->p->p == NULL) {
if (x == x->p->left) x->p = rotateRight(x->p);
else x->p = rotateLeft(x->p);

} else {
if (x == x->p->left && x->p == x->p->p->left) {

x->p->p = rotateRight(x->p->p);
x->p = rotateRight(x->p);

} else if (x == x->p->right && x->p == x->p->p->right) {
x->p->p = rotateLeft(x->p->p);
x->p = rotateLeft(x->p);

} else if (x == x->p->right && x->p == x->p->p->left) {
x->p = rotateLeft(x->p);
x->p = rotateRight(x->p);

} else { // x == x->p->right && x->p == x->p->p->left
x->p = rotateRight(x->p);
x->p = rotateLeft(x->p);

}
}

}
С. Л. Бабичев Сбалансированные дерев󰑭󰑱 8 феврал󰑱 2024 г. 17 / 54



Операци󰑱 zag − zag
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Операци󰑱 zag − zig
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Почему это работает

Дл󰑱 определени󰑱 аморти󰑬ированной сло󰑨ности испол󰑭󰑬уем метод потенциалов.
Пуст󰑭 первоначал󰑭ное состо󰑱ние дерева было T , после операции t стало T ′. Тогда
аморти󰑬ированна󰑱 стоимост󰑭 операции cost(a) ест󰑭 реал󰑭на󰑱 стоимост󰑭 cost(t) с
добавлением и󰑬менени󰑱 состо󰑱ни󰑱 от T до T ′.

a = t+ Φ(T ′)− Φ(T ). (1)

Если мы проделаем n операций, то:
󰁛

n

a =
󰁛

n

t+ Φ(T2)− Φ(T1) + Φ(T3)− Φ(T2) + · · ·+ Φ(Tn)− Φ(Tn−1, ) (2)

что даёт 󰁛

n

a =
󰁛

n

t+ Φ(Tn)− Φ(T1) (3)
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Подсчёт сло󰑨ности

Потенциал󰑭ну󰑧 функци󰑧 выбира󰑧т, чтобы ра󰑬ност󰑭 потенциалов была всегда
поло󰑨ител󰑭ной, тогда аморти󰑬ированна󰑱 стоимост󰑭 будет верхней границей
реал󰑭ной стоимости.
Пуст󰑭 дл󰑱 у󰑬ла x функци󰑱 size(x) ест󰑭 количество поду󰑬лов x во всём поддереве,
а rank(x) = log2 size(x). Тогда определим потенциал󰑭ну󰑧 функци󰑧 как

Φ(T ) =
󰁛

x∈T

rank(x). (4)

Максимал󰑭ный потенциал дерева n log n.

С. Л. Бабичев Сбалансированные дерев󰑭󰑱 8 феврал󰑱 2024 г. 21 / 54



Одиночные операции

∆Φ = rank(p′)− rank(p) + rank(x′)− rank(x).

Так как rank(x′) = rank(p), rank(p′) 󰃑 rank(p), rank(x′) 󰃍 rank(x), то
∆Φ = rank(p′)− rank(x) 󰃑 rank(x′)− rank(x).

azig 󰃑 1 + rank(x′)− rank(x) 󰃑 1 + 3(rank(x′)− rank(x)) (5)
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Односторонние операции

azigzig = 2 + rank(g′)− rank(g) + rank(p′)− rank(p)− rank(x′)− rank(x).

󰑪аметим, что size(x′) 󰃍 size(x) + size(g′)

azigzig = 2 + rank(g′) + rank(p′)− rank(p)− rank(x).

Так как rank(x) < rank(p) и rank(x′) > rank(p′)

azigzig = 2 + rank(g′) + rank(x′)− 2rank(x).

Дока󰑨ем, что 2rank(x′)− rank(x)− rank(g′) 󰃍 2.

2rank(x′)− rank(x)− rank(g′) = (rank(x′)− rank(x)) + (rank(g′)− rank(x′) =

log2

󰀕
size(x′)

size(x)

󰀖
+ log2

󰀕
size(x′)

size(g′)

󰀖
󰃍 log2

󰀕
2size(x)

size(x)

󰀖
+ log2

󰀕
2size(g′)

size(g′)

󰀖

Итого: azigzig 󰃑 2rank(x′)− rank(x)− rank(g′) + rank(g′) + rank(x′)− 2rank(x)
azigzig 󰃑 2rank(x′)− rank(x)− rank(g′) + rank(g′) + rank(x′)− 2rank(x)

azigzig 󰃑 3(rank(x′)− rank(x))
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Окончател󰑭ный баланс

atotal = a1 + a2 + · · ·+ an = 3(rank(Tn)− rank(T1)).
Потенциал максимален, когда у󰑬ел поднимаетс󰑱 от терминал󰑭ного, тогда оценка
3 log n. В остал󰑭ных случа󰑱х 󰯹 мен󰑭ше.
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Сбалансированные дерев󰑭󰑱 поиска
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Сбалансированные дерев󰑭󰑱 поиска

󰑪адача: реали󰑬оват󰑭 операции с дерев󰑭󰑱ми, име󰑧щие врем󰑱 в худшем
Θ(logN).

H < A · logN +B,

где A и B 󰯹 некоторые фиксированные константы.
Решение: испол󰑭󰑬оват󰑭 сбалансированные дерев󰑭󰑱 и не наруша󰑧щие
сбалансированност󰑭.
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Сбалансированные дерев󰑭󰑱 поиска: критерии
сбалансированности
Высота дерева Ht не превосходит A logN +B, если в бинарном дереве с N
у󰑬лами выполнено хот󰑱 бы одно и󰑬 условий:

дл󰑱 л󰑧бого у󰑬ла количество у󰑬лов в левом и правом поддереве Nl, Nr

отлича󰑧тс󰑱 не более, чем на 1

Nr 󰃑 Nl + 1, Nl 󰃑 Nr + 1

дл󰑱 л󰑧бого у󰑬ла количество поду󰑬лов в левом и правом поддерев󰑭󰑱х
удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑱м

Nr 󰃑 2Nl + 1, Nl 󰃑 2Nr + 1

дл󰑱 л󰑧бого у󰑬ла высоты левого и правого поддерев󰑭ев Hl, Hr удовлетвор󰑱󰑧т
услови󰑱м

Hr 󰃑 Hl + 1, Hl 󰃑 Hr + 1
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Сбалансированные дерев󰑭󰑱 поиска
Случай 1. Идеал󰑭но сбалансированное дерево.
Пуст󰑭 Hideal(N) 󰯹 максимал󰑭на󰑱 высота идеал󰑭но сбалансированного дерева.

N 󰯹 нечётно и равно 2M + 1. Тогда левое и правое поддерев󰑭󰑱 дол󰑨ны
содер󰑨ат󰑭 ровно по M вершин.

Hideal(2M + 1) = 1 +Hideal(M)

N 󰯹 чётно и равно 2M . Тогда

Hideal(2M) = 1 + max(Hideal(M − 1), Hideal(M))

Так как Hideal(M) 󰯹 неубыва󰑧ща󰑱 функци󰑱, то

Hideal(2M) = 1 +Hideal(M)

Hideal(N) 󰃑 log2 N
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Сбалансированные дерев󰑭󰑱 поиска

Случай 2. Примерна󰑱 сбалансированност󰑭 количества у󰑬лов.
Пуст󰑭 H(M) 󰯹 максимал󰑭на󰑱 высота сбалансированного дерева со свойством 2.

Тогда H(1) = 0, H(2) = H(3) = 1.
При добавлении у󰑬ла один и󰑬 у󰑬лов будет корнем, остал󰑭ные N − 1
распредел󰑱тс󰑱 в отношении Nl : Nr, где Nl +Nr = N − 1.
Не умал󰑱󰑱 общности, предполо󰑨им, что Nr 󰃍 Nl, тогда Nr 󰃑 2Nl + 1.

H(N) = max
Nl,Nr

(1 + max(H(Nl), H(Nr)))
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Сбалансированные дерев󰑭󰑱 поиска

Функци󰑱 H(N) 󰯹 неубыва󰑧ща󰑱, поэтому

H(N) = 1 +H(max(Nr, Nl))

При ограничени󰑱х Nr 󰃑 2Nl + 1 и Nl +Nr = N + 1 получаем

H(N) = 1 +H

󰀕󰀙
2N − 1

3

󰀚󰀖

H(N) > 1 +H

󰀕󰀙
2N

3

󰀚󰀖

H(N) > log3/2 N + 1 ≈ 1.71 log2 N + 1
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Сбалансированные дерев󰑭󰑱 поиска
Случай 3. Примерна󰑱 сбалансированност󰑭 высот. АВЛ-дерев󰑭󰑱.
Пуст󰑭 N(H) 󰯹 минимал󰑭ное число у󰑬лов в АВЛ-дереве с высотой H
(минимал󰑭ное АВЛ-дерево).

Пуст󰑭 левое дерево имеет высоту H − 1.
Правое дерево будет имет󰑭 высоту H − 1 или H − 2.
N(H) 󰯹 неубыва󰑧ща󰑱, дл󰑱 минимал󰑭ного АВЛ-дерева высота правого равна
H − 2.
Число у󰑬лов в минимал󰑭ном АВЛ-дереве:

N(H) = 1 +N(H − 1) +N(H − 2)

lim
h→∞

N(h+ 1)

N(h)
= ϕ =

√
5 + 1

2

H(N) ≈ logϕ(N − 1) + 1 ≈ 1.44 log2 N + 1
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AVL-дерев󰑭󰑱
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AVL-дерев󰑭󰑱

Добавим к ка󰑨дому у󰑬лу поле высоты поддерева, начина󰑧щемс󰑱 в этом у󰑬ле.
Высота терминал󰑭ного у󰑬ла будет равна 1.
Тогда мо󰑨но вычислит󰑭 balance 󰯹 ра󰑬ницу ме󰑨ду высотами поддерев󰑭ев.
Инвариант: −1 󰃑 balance 󰃑 1.
Баланс мо󰑨ет и󰑬менит󰑭с󰑱 при операци󰑱х insert и erase.

-1

0 0

0 0

-2

0 -1

0 -1

0
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AVL: insert

Вставка прои󰑬водитс󰑱 стандартно 󰯹 в терминал󰑭ный лист.
После операции insert мо󰑨ет нарушит󰑭с󰑱 баланс.
Утвер󰑨дение: баланс в предках вставленного у󰑬ла не мо󰑨ет выйти 󰑬а границы
[−2, 2].
󰑪начение баланса −2 и 2 󰯹 дисбаланс.
Дисбаланс лечитс󰑱 поворотами.
Верно ли утвер󰑨дение, что достаточно повернут󰑭 в дисбалансном у󰑬ле корен󰑭
в направлении от перекоса?
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AVL: перебалансировка

Верно?

A

B C
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F

A

B
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D
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F
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AVL: перебалансировка

Неверно!

A

B C

ED

F

A
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D
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AVL: правила перебалансировки

Корректировка баланса проводитс󰑱 сни󰑬у вверх.

При дисбалансе во󰑬мо󰑨ны как простые повороты, так и 󰯺бол󰑭шие󰯻.

Правило: если при дисбаланс 󰑬нак прои󰑬ведени󰑱 балансов корн󰑱 и проблемного
ребёнка отрицателен, сначала надо ра󰑬вернут󰑭 ребёнка, и тол󰑭ко после этого
ра󰑬ворачиват󰑭 корен󰑭.
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AVL: правила перебалансировки

node *balance(node *n) {
calcBalance(n);
switch (delta(n)) {
case -2:

if (delta(n->left) > 0)
n->left = rotateLeft(n->left);

return rotateRight(n);
case 2:

if (delta(n->right) < 0)
n->right = rotateRight(n->right);

return rotateLeft(n);
default:

return n;
}

}
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B-дерев󰑭󰑱.
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В AVL дерев󰑭󰑱х высоты поддерев󰑭ев всё 󰑨е ра󰑬лича󰑧тс󰑱.
Имеетс󰑱 ли структура данных, в которой все высоты поддерев󰑭ев во всех
у󰑬лах гарантировано равны?
Это, например, B-дерев󰑭󰑱.
Их мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 и при обычном построении, но чаще 󰯹 дл󰑱 работы с
внешней пам󰑱т󰑭󰑧.
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Внешний поиск с испол󰑭󰑬ованием B-дерев󰑭ев

Основной носител󰑭 информации 󰯹 󰑨ёсткий или SSD 󰯺диск󰯻.
Информаци󰑱 на 󰑨ёстком диске располагаетс󰑱 в секторах, которые логически
располо󰑨ены на доро󰑨ках.
Ра󰑬мер сектора типично 512/2048/4096 байт.
Информаци󰑱 считываетс󰑱 и 󰑬аписываетс󰑱 головками чтени󰑱/󰑬аписи.
Дл󰑱 чтени󰑱/󰑬аписи информации требуетс󰑱 подвести головку чтени󰑱 󰑬аписи к
ну󰑨ной доро󰑨ке и до󰑨дат󰑭с󰑱 подхода ну󰑨ного сектора.
Типичные скорости вращени󰑱 󰑨ёстких дисков 󰯹 5400/7200/10033/15000
оборотов в минуту.
Один оборот совершаетс󰑱 󰑬а врем󰑱 от 1/90 до 1/250 секунды.
Операци󰑱 перехода на соседн󰑧󰑧 доро󰑨ку примерно 1/1000 секунды.
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Работа с внешними носител󰑱ми

Внешние сортировки испол󰑭󰑬у󰑧т многократный последовател󰑭ный проход по
данным, располо󰑨енным на носител󰑱х информации.
Последовател󰑭ное считывание информации с 󰑨ёсткого диска 100-150
мибибайт в секунду.
Смена по󰑬иции в файле часто требует:

◮ о󰑨идани󰑱 подвода головки на ну󰑨ну󰑧 доро󰑨ку;
◮ о󰑨идани󰑱 подхода ну󰑨ного сектора к головкам чтени󰑱/󰑬аписи;

Операци󰑱 последовател󰑭ного чтени󰑱 4096 байт 󰑬анимает 4096
100×106

≈ 40× 10−6

секунд
Операци󰑱 случайного чтени󰑱 4096 байт 󰑬анимает не менее 5− 10× 10−3

секунд.
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Работа с внешними носител󰑱ми

Второй попул󰑱рный носител󰑭 󰯹 SSD диск.
Информаци󰑱 хранитс󰑱 в энергоне󰑬ависимой пам󰑱ти на микросхемах.
Операции прои󰑬вод󰑱тс󰑱 блоками ра󰑬мером 64-1024 кибибайт.
Врем󰑱 доступа к блоку ≈ 10−6 секунд.
HDD и SSD испол󰑭󰑬у󰑧т буфери󰑬аци󰑧 дл󰑱 ускорени󰑱 работы.
Алгоритмы поиска во внешней пам󰑱ти дол󰑨ны миними󰑬ироват󰑭 число
обращений к внешней пам󰑱ти и выровненные операции.
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Работа с SSD носител󰑱ми

На логическом уровне обращени󰑱 происход󰑱т блоками л󰑧бого ра󰑬мера,
кратного 512 байт.
На фи󰑬ическом уровне всё сло󰑨нее.
Ра󰑬мер фи󰑬ического блока от 512 байт до 1024 кибибайт.
Операци󰑱 частичной 󰑬аписи 512 байт:

Считываетс󰑱 полный блок (всегда).
󰑪амен󰑱етс󰑱 512 байт в требуемом месте.
󰑪аписываетс󰑱 полный блок (всегда).

Выровненна󰑱 󰑬апис󰑭 целого блока 󰯹 минимум двукратное ускорение.
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Оценка применимости внешнего поиска

Пуст󰑭 имеетс󰑱 бинарное дерево поиска, состо󰑱щее и󰑬:
Данных ра󰑬мером 64 байта.
Кл󰑧ча ра󰑬мером 8 байт.
Ука󰑬ателей left и right ра󰑬мером 8 байт.

Общий ра󰑬мер у󰑬ла 󰯹 88 байт.
В оперативну󰑧 пам󰑱т󰑭 ра󰑬мером 16 гибибайт поместитс󰑱 16×230

88
≈ 195× 106

у󰑬лов (не учитываем фрагментаци󰑧 аллокаторов).
Как хранит󰑭 словар󰑭 и󰑬 109 элементов?
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B-дерев󰑭󰑱

B-дерево 󰯹 сбалансированное дерево поиска, у󰑬лы которого хран󰑱тс󰑱 во
внешней пам󰑱ти.
В оперативной пам󰑱ти хранитс󰑱 част󰑭 у󰑬лов.
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B-дерев󰑭󰑱: свойства

135

86 165

27 88 113 143 189

105

46 152 160 213

Высота дерева не более O(logN), где N󰯹 количество у󰑬лов.
Ка󰑨дый у󰑬ел мо󰑨ет содер󰑨ат󰑭 1 кл󰑧ч и бол󰑭ше.
Количество детей у󰑬ла равно K + 1, где K 󰯹 количество кл󰑧чей в у󰑬ле.
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B-дерев󰑭󰑱: свойства
K1-K128

K1-K128

1 2 129

…

K1-K128 …

… …

Пуст󰑭 в у󰑬ле помещаетс󰑱 128 кл󰑧чей.
Высота дерева 󰯹 3
Тогда общее количество у󰑬лов

1 + 129 + 1292 = 16771

Общее количество кл󰑧чей

16771× 128 = 2146688
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B-дерев󰑭󰑱: определение

B-дерево 󰯹 корневое дерево, облада󰑧щее свойствами:
Ка󰑨дый у󰑬ел содер󰑨ит:

󰂏 количество кл󰑧чей n, хран󰑱щихс󰑱 в у󰑬ле.
󰂏 индикатор листа final.
󰂏 n кл󰑧чей в пор󰑱дке во󰑬растани󰑱.
󰂏 n+1 ука󰑬ател󰑭 на детей, если у󰑬ел не корневой.

Кл󰑧чи ест󰑭 границы диапа󰑬онов кл󰑧чей в поддерев󰑭󰑱х.
Все лист󰑭󰑱 располо󰑨ены на одинаковой глубине h.
Имеетс󰑱 пока󰑬ател󰑭 t 󰯹 минимал󰑭на󰑱 степен󰑭 дерева.
В корневом у󰑬ле от 1 до 2t-1 кл󰑧чей.
Во внутренних у󰑬лах минимум t-1 кл󰑧чей.
Во внешних у󰑬лах максимум 2t-1 кл󰑧чей.
󰑪аполненный у󰑬ел имеет 2t-1 кл󰑧ч.
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B-дерев󰑭󰑱: высота

Теорема: Высота B-дерева с n 󰃍 1 кл󰑧чами и минимал󰑭ной степен󰑭󰑧 t 󰃍 2

в худшем случае не превышает logt
n+ 1

2
Дока󰑬ател󰑭ство. В максимал󰑭но высоком дереве высоты h в ка󰑨дом у󰑬ле,
кроме корневого, содер󰑨итс󰑱 t− 1 кл󰑧ч.
Тогда общее количество кл󰑧чей в дереве ест󰑭

1 + 2 + 2t+ 2t2 + · · ·+ 2th−1 =

= 1 + 2(t− 1)(1 + t+ t2 + · · ·+ th−1) =

= 1 + 2(t− 1)
th − 1

t− 1

Отс󰑧да

h = logt
n+ 1

2
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B-дерев󰑭󰑱: операции

Испол󰑭󰑬уем операции Load и Store.
Корен󰑭 сохран󰑱ем в оперативной пам󰑱ти.
Миними󰑬ируем количество операций.
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B-дерев󰑭󰑱: операци󰑱 find поиска кл󰑧ча k

Операцией бинарного поиска ищем самый левый кл󰑧ч keyi 󰃍 k

Если keyi = k, то у󰑬ел найден.
Исполн󰑱ем Load дл󰑱 дочернего у󰑬ла и рекурсивно повтор󰑱ем операци󰑧.
Если final = true, то кл󰑧ч не найден.

Количество операций Tload = O(h) = O(logt n)
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Добавление кл󰑧ча

Операцией find находим у󰑬ел дл󰑱 вставки.
Если лист не 󰑬аполнен, сохран󰑱󰑱 упор󰑱доченност󰑭 вставл󰑱ем кл󰑧ч.
Если лист 󰑬аполнен (2t-1 кл󰑧чей), ра󰑬биваем его на два листа по t-1 кл󰑧чу
поиском медианы.
Медиана рекурсивно вставл󰑱етс󰑱 в родител󰑭ский у󰑬ел.

Сло󰑨ност󰑭 в худшем случае: ка󰑨дый ра󰑬 ра󰑬биваетс󰑱 у󰑬ел на ка󰑨дом уровне,
O(t logt n)
Количество операций: Text = O(h) = O(logt n)
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Ра󰑬новидности B-дерев󰑭ев

B+-дерево содер󰑨ит информаци󰑧 тол󰑭ко в лист󰑭󰑱х, кл󰑧чи 󰯹 тол󰑭ко во
внутренних у󰑬лах.
Испол󰑭󰑬уетс󰑱 в файловых системах XFS, JFS, NTFS, Btrfs, HFS, APFS, ...
Испол󰑭󰑬уетс󰑱 дл󰑱 хранени󰑱 индексов в ба󰑬ах данных Oracle, Microsoft SQL,
IBM DB2, Informix, ...
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