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2-3-4 дерев.
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2-3-4 дерев

AVL-дерево  прекрасна структура данных.
Её немного портт две вещи:

◮ ралична высота улов;
◮ необходимост постонной балансировки.

Как мы уе выснили, в бинарных деревх приходитс чем-то ертвоват.
В B-деревх высота всех поддеревев одинакова, но процедуры
вставки/удалени трудоёмки и B-дерев болше рассчитаны на внешн
памт.
Давайте обединим двоичные и B-дерев в 2-3-4 деревх.
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2-3-4 дерев

Definition (2-3-4 дерево)
2-3-4 дерево поиска  дерево поиска, которое либо пусто, либо в котором
содератс улы трёх типов  2-улы, 3-улы и 4-улы. 2-улы содерат один
клч k1 и две ссылки на элементы k < k1 и элементы k  k1. 3-улы содерат два
клча k1 и k2, k1 < k2. и три ссылки. Перва ссылка  на элементы k < k1.
Втора  на элементы k1  k < k2 и трет  на элементы с k  k2. 4-улы 
содерат, соответственно, три клча k1 < k2 < k3 и четыре ссылки.

Definition
Сбалансированное 2-3-4 дерево  2-3-4 дерево поиска, в котором все пустые
находтс на одной высоте.
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Поиск в 2-3-4 дереве

1. Поиск начинаетс в корне.
2. Если клч равен хот бы одному клчу в уле  вовращаем уел.
3. При выполнении нуного услови в уле  рекурсивно выываем себ дл

нуного подула.
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Вставка в 2-3-4 дерево

Классическа вставка в BST-дерево (поиск и вставка в терминалный уел)
плоха  дерево терет баланс.
Но это  2-3-4 дерево и баланс моно соблсти.
Если уел дл вставки  2-уел, то превращаем его в 3-уел.
Если уел дл вставки  3-уел, то превращаем его в 4-уел.
Вставка в 4-уел требует рабиени ула на два 2-ула.
Если в родителском уле ест место (это 2- или 3-уел), то операци
успешна.
А что делат, если родител  4-уел?
Опт рабит его и передат вверх?
Нуно обеспечит, чтобы при спуске вни 4-улы не могли бы быт концом
поиска.
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Вставка в 2-уел

Вставлем клч 10 в 2-уел.
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Вставка в 3-уел

Вставлем клч 17 в 3-уел.
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Вставка в 4-уел

Вставлем клч 12 в 4-уел. Рабиваем 4-уел на два 2-ула (4) и (10). Вставлем
средний уел (7) в родителский 2-уел. Повторем вставку (12) уе в 2-уел.
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Обеспечение отсутстви 4-улов в месте вставки.

Наблдение: при перемещении клчей моно перемещат и ссылки.
Варианты повлени 4-ула при вставке:

1. 2-уел с дочерним 4-улом. Рабиваем 4-уел на два 2-ула. Родител делаем
3-улом.

С. Л. Бабичев Красно-чёрное дерево. Дерево отреков 8 феврал 2024 г. 11 / 56



Обеспечение отсутстви 4-улов в месте вставки.

Варианты повлени 4-ула при вставке:
2. 3-уел с дочерним 4-улом. Рабиваем 4-уел на два 2-ула. Родител делаем

4-улом с одной новой ссылкой.
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Увеличение высоты дерева

Корен моет откаатс 4-улом.
Рабиваем его на группу и трёх 2-улов.

Это  единственный случай, когда увеличиваетс высота дерева.
Одновременно дл всех улов.
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Идеалное дерево?

Данное дерево абсолтно сбалансированно.
Операции вставки увеличиват высоту дерева, требу в редко встречащемс
худшем случае logN преобраований.
Эмпирические исследовани покаали, что количество рабиений блико к
O(1).
Самый болшой недостаток  нуно работат с трем типами улов.
Поменем представление на привычное  2-дерев.
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Преобраование 2-3-4 дерева в 2-дерево

Попробуем представлт 2-3-4 дерев в виде стандартных BST-деревев, с
некоторым добавлением.
Кадый 3- и 4-уел будет неким блоком (фиксированным куском) 2-улов.
4-уел имеет фиксированну форму.
3-уел имеет два варианта.
Сви, цементирущие 3- и 4- улы пометим красным цветом.
Осталные сви  чёрным цветом.
Цвет ула определем по цвету пришедшей сви.
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Структура 4-ула
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Структура 3-ула
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Красно-чёрные дерев
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Красно-чёрные дерев (RB)  представление в виде 2-деревев 2-3-4
деревев.
Все сообраени о 2-3-4 деревх справедливы дл RB.
Строителные блоки RB-дерева  3-улы и 4-улы 2-3-4 дерева.
RB-дерев сочетат простоту поиска BST-дерева c относителной простотой
вставки и балансировки 2-3-4 дерева.
атраты на органиаци невелики: 1 бит на цвет и поле родител.
Основна проверка: если оба ребёнка красные, то уел  част 4-ула.
Основные операции моно проиводит малыми поворотами и
перекрашиванием.
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Красно-чёрные дерев: общее определение и свойства

Красно-чёрное дерево это сбалансированное бинарное дерево поиска.
1. Вершины раделены на красные и чёрные.
2. Када вершина имеет укаатели left, right, parent.
3. Када терминална вершина (лист)  чёрна.
4. Если вершина  красна, то её дети  чёрные.
5. Все пути от корн root к листм содерат одинаковое число чёрных вершин.

Это число наываетс чёрной высотой дерева, black height, bh(root)
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Красно-чёрные дерев
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Красно-чёрные дерев
Theorem
Красно-чёрное дерево с N внутренними листми имеет высоту не более log2 (N + 1)

Докаателство.
Дл листев чёрна высота равна нул.

Докаем, что |Tx| >= 2bh(x).

Баа индукции: Пуст вершина x влетс листом. Тогда bh(x) = 0 и |T (x)| = 0 < 2bh(x)

Пуст вершина x не влетс листом и bh(x) = k. Тогда дл обоих потомков bh(l)  k − 1,
bh(r)  k − 1, т. к. красный будет имет высоту k, чёрный  k − 1.

По предполоени индукции |Tl|, |Tr| >= 2k−1 → |Tk| = |Tl|+ |Tr| >= 2k − 1

По свойству (4) не менее половины улов составлт чёрные вершины.

bh(t)  H/2

N  2H/2 − 1
H  2 · log2 N + 1
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Красно-чёрные дерев: технические детали

Удобно исполоват не NULL и не nullptr, а дл кадого дерева имет свой
чёрный уел nil.
Рабиваем структуру данных на две части: интерфейсну и реалиационну.
При обычной вставке свойства красно-чёрности могут нарушатс.
Дл именени красно-чёрности применетс корректировка цветности 
fixup.
fixup сводит структуру дерева к комбинации 2-улов, 3-улов и 4-улов.
Вспомним: при вставке необходимо обеспечит отсутствие 4-ула в месте
вставки.
Все операции с 2-3-4 улами моно проводит обычными поворотами.
Красные вершины определт красные цементирущие сви в 2-3-4 дереве.
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Красно-чёрные дерев: структуры данных

typedef int T;

enum color_e {
RED, BLACK

};
typedef struct rbnode_s {

struct rbnode_s *left, *right, *parent;
enum color_e color;
T key;

} rbnode;

typedef struct rbtree_s {
rbnode *root;
rbnode *nil;

} rbtree;
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Поиск в RBT

Поиск в RBT ничем не отличаетс от поиска в лбом BST.
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Повороты в RBT

Имет следущие отличи от поворотов в BST:
Всегда имеетс родител. Поворот долен корректироват и родител.
Отделно имеетс корен дерева. Если операции адеват корен, он долен
быт именён.
После вращени не требуетс вовращат новый корен, структура дерева
достиима и отделного корн и родителей.
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Вращение ула в RBT
static void rotateRight(rbtree *r, rbnode* head) {

rbnode *new_head = head->left;
head->left = new_head->right;
if (new_head->right != r->nil) {

new_head->right->parent = head;
}
new_head->parent = head->parent;
if (head->parent == r->nil) {

r->root = new_head;
} else {

if (head == head->parent->right) {
head->parent->right = new_head;

} else {
head->parent->left = new_head;

}
}
new_head->right = head;
if (head != r->nil)

head->parent = new_head;
}
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Красно-чёрные дерев: вставка
Ваное амечание: после всех операций корен долен оставатс чёрным.
Рассмотрим варианты, когда родител ребёнка слева от дедушки. Дл правого
случа всё симметрично.
Вставлем почти как в обычное бинарное дерево поиска.
Доходим до терминалного ула.
Красим уел в красный цвет, дети  NIL, т. е. чёрные.
Далее  варианты:

1. Это  единственный элемент. Красим в чёрный цвет.

X

nil nil

2. Родител  чёрный. Инварианты не поменлис.

X

nil nil

P
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Красно-чёрные дерев: вставка

3. Родител  красный. Коллии. Вопрос: красный ли дд?
3.1 Дд  красный. Это просто.

X

nil nil
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Красно-чёрные дерев: вставка

3. Родител  красный. Коллии. Вопрос: красный ли дд?
3.1 Дд  красный. Это просто. Перекрашиваем родител с ддей в чёрный

цвет и дедушку в красный. Поднимаемс до дедушки и повторем алгоритм.
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Красно-чёрные дерев: вставка

3.2.1 Дд  чёрный. Перекраской не отделаешс. Придётс вращат. Моет
случитс малый поворот, если X  левый ребёнок.

X

nil nil
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Красно-чёрные дерев: вставка

3.2.1 Дд  чёрный. Одной перекраской не отделаешс. Придётс вращат в
дедушке. Моет случитс малый поворот, если X  левый ребёнок. Так как
в оне именени корен осталс чёрным  операци акончена.
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Красно-чёрные дерев: вставка

3.2.2 Дд всё ещё чёрный, но X  правый ребёнок.
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Красно-чёрные дерев: вставка

3.2.2 Дд всё ещё чёрный, но X  правый ребёнок. Докаем, что правый поворот
в дедушке невомоен. Пуст чёрна высота оригиналном фрагменте была t.
Тогда чёрные высоты фрагментов A, B, C равны t− 1, а D и E  t− 2.
После вращени чёрна высота не долна именитс. Тогда P  чёрна, а G
и X  красные, что противоречит свойствам: нет двух красных улов подрд.
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A X
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Красно-чёрные дерев: вставка

3.2.2 Поэтому, как и в AVL-дереве, нуно предварително повернут влево в
родителе, а атем  вправо в дедушке.
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void rb_insert_fixup(rbtree *r, rbnode *x) {
if (x == r->root) {

x->color = BLACK; return;
}
while (x->parent->color == RED) {

if (x->parent == x->parent->parent->left) {
rbnode *uncle = x->parent->parent->right;
if (uncle->color == RED) {

x->parent->color = BLACK;
uncle->color = BLACK;
x->parent->parent->color = RED;
x = x->parent->parent;

} else {
if (x == x->parent->right) {

x = x->parent;
rotateLeft(r, x);

}
x->parent->color = BLACK;
x->parent->parent->color = RED;
rotateRight(r, x->parent->parent);

}
} else {
С. Л. Бабичев Красно-чёрное дерево. Дерево отреков 8 феврал 2024 г. 36 / 56



Красно-чёрные дерев: удаление

Начало удалени  классика.
Уел  листовой. Укаател родител на него ставим в NIL.
У ула один ребёнок. Поднимаем его на место удалённой.
У ула  два ребёнка. Находим минималный элемент в правом поддереве. У
него нет двоих детей, удалем его перенес клч в наш уел.
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Красно-чёрные дерев: ин после удалени  этап 1.
Саму вершину мы удалили, у неё либо не было детей, либо был ровно один
ребёнок, которого обоначим X.

4. Если мы удалли красну вершину или пришли в корен, то всё уе сделано.
5.1. X  чёрный. Нас аинтересовал цвет брата X. Нам нуно сделат его

чёрным дл следущего этапа. Если он красный  поворачиваем уел отца
влево (вращение с братом) и перекрашиваем их: отца в чёрный, брата в
красный. Тепер у X  чёрный брат N1, что нам и надо.
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A B

X
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Красно-чёрные дерев: ин после удалени  этап 2.

5.2. дес X  чёрный, родител красный и брат чёрный. Смотрим на
племнников.

5.2.1. Если оба племнника чёрные. Достаточно перекрасит родител в чёрный и
брата в красный, переходим в родител и повторем алгоритм с пункта 4.
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Красно-чёрные дерев: ин после удалени  этап 3.

5.2.2. Если правый племнник чёрный, левый  красный. Перекрашиваем брата в
красный цвет, левого племнника в чёрный и повернём их. Перевычислим
брата и перейдём к последнему этапу.
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Красно-чёрные дерев: ин после удалени  этап 4.

5.2.2. Если правый племнник красный, то красим брата в цвет родител, красного
племнника в чёрный и вращаем родител влево. А вот тепер  всё.

CA B

X

P

D

B

C

A B

B

EX

P

E

N2 D

N2
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Красно-чёрные дерев vs АВЛ-дерев

RB-tree AVL-tree
Средн высота до 1.38H H
Поиск/вставка до 1.38t t

Поворотов при вставке до 2 до 1 болшого
Поворотов при удалении до 3 до logN
Дополнителна памт 1 бит + parent 1 счётчик
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Дерево отреков
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Дерево отреков

Пуст нам надо решит адачи:

Многократное находение максималного начени на отреках массива.
Многократное находение суммы на отреке массива.

Мы умеем совершат эти действи а врем O(N), где N = R− L+ 1. При

определённой подготовке их моно совершат а O(logN).
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Дерево отреков

Попробуем восполоватс бинарными деревми.
Дл примера вомём массив {3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6}.

Вот как выглдит этот массив:

5 9 2 63 1 4 1
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Дерево отреков

Попарно соединим соседние вершины, поместив в уел-родител начение
функции max(left,right).

5 9

9

2 6

6

3 1

3

4 1

4
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Дерево отреков

Проделаем эту е операци от получившихс улов:

5 9

9

2 6

6

94

3 1

3

4 1

4
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Дерево отреков

Наконец:

5 9

9

2 6

6

94

9

3 1

3

4 1

4

Родител кадого ула наываетс доминирущим улом.
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Дерево отреков: представление

Вомоный вариант представлени  обычное бинарное дерево с укаателми.
На кадый уел требуетс два укаател вни.
Дл удобной работы требуетс индикатор левый/правый уел и один
укаател на родител.
Минимум 4 элемента на уел.

Но вед это е полное бинарное дерево? Тогда почему не исполоват бинарну
кучу?
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Дерево отреков: бинарна куча

Бинарна куча требует полного бинарного дерева. Количество элементов долно
быт степен двойки.

5 9

9

2 6

6

94

9

3 1

3

4 1

4

5 ? ?66666 ? ? ? ? ?

5 ? ? ?

5 ?

5

9

Что долно находитс в улах, отмеченными наками вопроса?
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Дерево отреков

Все начени в улах вычислтс с помощ функции

P = max(L,R).

Чтобы не плодит сущности, то е самое долно происходит с элементом ’?’.

То ест элемент ’?’ ест −∞.

Дл функции max число −∞ ест нейтралный элемент.
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Дерево отреков

5 9

9

2 6

6

94

9

3 1

3

4 1

4

5 -∞ -∞66666 -∞ -∞ -∞ -∞ -∞

5 -∞ -∞ -∞

5 -∞

5

9
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Дерево отреков

Иде дерева отреков распространетс на все такие функции, в которых:

A ◦B = B ◦ A
A ◦ (B ◦ C) = (A ◦B) ◦ C
∃E : A ◦ E = A

Операци Нейтралный элемент
max −∞
min +∞
+ 0
* 1
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Дерево отреков: алгоритмы

5 (12) 9 (13)

9 (6)

2 (14) 6 (15)

6 (7)

9 (3)4 (2)

9 (1)

3 (8) 1 (9)

3 (4)

4 (10) 1 (11)

4 (5)

Create(size): содаётс полное бинарное дерево, инициалиированна
нейтралными элементами. C = min(2k) : C  size.
Insert/Replace(i, val): body[i+C]=val; propagate(i);
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Дерево отреков: функци на отреке

5 (12) 9 (13)

9 (6)

2 (14) 6 (15)

6 (7)

9 (3)4 (2)

9 (1)

3 (8) 1 (9)

3 (4)

4 (10) 1 (11)

4 (5)

Func(left,right):
◮ Res = E
◮ if (left % 2 == 1) Res = Op(Res,body[left++])
◮ if (right % 2 == 0) Res = Op(Res,body[right--̇])
◮ if (right > left) Res = Op(Res,Func(left/2, right/2))
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Дерево отреков

Слоност операций:
Требуема памт: min = O(2N) . . .max = O(4N).
Операци Insert/Replace: O(logN).
Операци Func на лбом подотреке: O(logN).
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