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Дерево отреков  чудесна структура данных.
Недостаток: приходитс писат достаточно много кода, если в улах 
слоные структуры данных.
Легко написат адачу: дай сумму на отреке.
Слонее: дай сумму на прмоуголники.
Непритно: дай сумму на параллелепипеде.
Дл некоторых операций ест красива структура данных  дерево Фенвика,
котора умеет переходит к многомерным случам а пару строк.
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адача RSQ  Range Sum Query

адача 1. Имеетс массив A0, A1, . . . , AN−1. Нуно а врем O(logN) исполнт
апросы

1. Присвоение в точке K: AK ← X.
2. Находение суммы на отреке [L,R].

адача хорошо решаетс деревом отреком.
Дерево Фенвика решит её короче и потребует менше памти.
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Функции f и g

Введём функции f(x) = x bitand(x+ 1) и g(x) = x bitor(x+ 1).
Функци f(x) аменет аклчителный блок единиц в двоичном
представлении x на нули.
Функци g(x) аменет самый правый нулевой бит в двоичном представлении
x не единицу.
f(00100101011) = 00100101000, f(000111) = 000000.

g(00100101011) = 00100101111, g(000111) = 001111.

f(x)  x, равенство достигаетс дл чётного x.
g(x)  x, равенство достигаетс дл числа и всех единиц.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
f(x) 0 0 2 0 4 4 6 0 8 8 10 8 12 12 14 0 16
g(x) 1 3 3 7 5 7 7 15 9 11 11 15 13 15 15 31 17
h(x) 0 1 2 1 4 1 2 1 8 1 2 1 4 1 2 1 16
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Построение дерева Фенвика

Введём массив S[0 . . . N) : Sx =
x

i=f(x)

Ai.

Отреок [f(x) . . . x] имеет ненулеву длину.
Будем считат, что проводим его справа-налево, он началс в x и акончитс
в f(x).
Пуст x′ = f(x)− 1. Проведём отреок x′ → f(x′) и вычислим дл него
сумму. атем Проведём отреок x′′ → f(x′′) и так далее.
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Lemma
Итеративна процедура fiter : xi+1 ← f(xi)− 1, xi  0 содаёт последователност
не более, чем и K членов, где K  количество бит в аписи числа x.

Докаателство.
Пуст в начале следущей итерации x содерит t  0 аклчителных единиц.
Реултат вычислени функции f(x) будет содерат не менее t+ 1
аклчителных нулей. После вычитани единицы все аклчителные нули
превраттс в не менее, чем t+ 1 аклчителну единицу, который после
операции f все получат нулевые начени. Таким обраом, количество
аклчителных нулей монотонно увеличиваетс.
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Находение префикс-сумм

Пуст массив S[0..N) частичных сумм уе имеетс.
Требуетс найти сумму всех Ai на отреке [0 . . . x] (префикс-сумму).
Тогда примен последователно укаанну процедуру получаем сумму а
O(logN) итераций.

T prefixSum(int x) {
T ret = 0;
for (int i = x; i >= 0; i = (i & (i+1)) - 1) ret += S[i];
return ret;

}

requestSum(L,R) = prefixSum(R)− prefixSum(L− 1).
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Lemma
Итеративна процедура giter : xi+1 ← g(xi), xi < N содаёт монотонно
ворастащу последователност xi, содеращу не более K членов, где K 
количество бит в аписи числа x.

Докаателство.
Если xi не содерит нулей в двоичном представлении, то алгоритм акончен.
Иначе очередна итераци аменит ровно один самый правый нулевой бит в
аписи числа. Нулевых битов в числе не более K, что докаывает утвердение о
количестве шагов.

С. Л. Бабичев Дерево Фенвика 8 феврал 2024 г. 9 / 39



Операци обновлени в точке x начением y: assign(x, y).

Что умеем: при предпосчитанных Si находит сумму на префиксе.
Что нуно: при именении Ax именит все суммы Si, ависщие от Ax.
адача: найти такие и толко такие i, дл которых дл аданных x
f(i)  x  i.
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Lemma
Все начени xi, полученные итеративной процедурой giter : xi+1 ← g(xi), xi < N
с началным начением x0 = x, удовлетворт услови f(xi)  x  xi.

Докаателство.
Пуст xi аканчиваетс на нол в поиции k и какой-то набор единиц. Тогда f(xi)
обнулит эти единицы. По началному услови x леит внутри интервала
[f(xi); xi] и тое содерит нол в поиции k. Применение функции g(x) приводит
к амене какого-то нулевого бита. Если аменён бит k, то алгоритм авершён.
Иначе полученное число всё ещё леит в нуном интервале.

f(xi) * * * * 0 0 0 0 0 0
x * * * * 0 ? ? ? ? ?
xi * * * * 0 1 1 1 1 1
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Дерево Фенвика: операци точечного именени

void assign(int x, int y) {
for (int i = x; i < n; i |= i+1) S[i] += y;
return ret;

}
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Дерево Фенвика: инициалиаци массива S[N ]

1. Универсалный, медленный. Обнулит S и N ра assign(i, Ai). T = N logN .
2. Не универсалный, быстрый. Содат массив префиксных сумм, по нему

вычислт Si, удалит массив префиксных сумм.

С. Л. Бабичев Дерево Фенвика 8 феврал 2024 г. 13 / 39



K-мерное дерево Фенвика

адача 2. Имеетс двумерный массив рамером N ×M . К нему податс
следущие апросы:

1. Присвоит начение в точке Aij = val.
2. Выдат начение суммы элементов на прмоуголнике l1, r1, l2, r2.

Решение: Сводим решение адачи на проиволном прмоуголнике к решени
адачи на префиксном прмоуголнике. PSij  префиксна сумма на
прмоуголнике (0, 0)− (i, j).
S(L1,R1)(L2,R2) = PS(L2,R2 + PSL1,R1 − PSL1,R2 − PSL2,R1 .
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K-мерное дерево Фенвика

Вычислим Sij =
i

u=f(i)

j
v=f(j)

Auv.

Это даст нам начени префикс-сумм аналогично одномерному варианту.
По префикс-суммам вычислем суммы на прмоуголниках.
Обновление Sij в точке аналогично одномерному варианту.
Инициалиаци S предпочтителнее чере массив префиксов.
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Почему всё [иногда] работает

При исполнении операции на отреке существенно, что мы моем вычислит
лишнее.
Мы аменем операци на отреке на две операции на префиксах и вычитаем
реултаты.
Мы полуемс, что у операции A+B ест обратна  A− B. на A+B и
B мы восстанавливаем A.
Операци max не имеет обратной и не восстановима.
Дерево Фенвика моно исполоват и дл некоторых необратимых операций.
Но требуетс исклчит лишнее вычисление с последущим откатом.
Дл этого исполуетс обратное дерево Фенвика.
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Обратное дерево Фенвика

Реалиуем дерево Фенвика на операции max.
Вычислим два вспомогателных массива.

Прмой Si =
i

u=f(i)

Au.

Обратный Ti =
g(i)

v=i+1

Av.

По прмому массиву мы двигаемс как обычно, справа-налево.
По обратному  слева-направо.
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Обратное дерево Фенвика: операци на интервале

Исполним getmax(L,R).
Двигаемс справа-налево традиционно, r = f(r)− 1 до тех пор, пока r болше
l.
Левее двигатс нел, у max нет обратной операции.
После первого этапа r  сама лева и всех вомоных точек перемещени
r.
Два инварианта:

r > l
f(r)  l.
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Lemma
Если выполнтс услови r > l ∧ f(r)  l, то истинно g(l)  r.

Докаателство.
l * * * * 0 ? ? ? ? ?
r * * * * 1 ? ? ? ? ?

Рассмотрим первые биты отличи l и r. Так как l < r, то у l это 0, у r  единица.
Пуст это поици k. Переход r ← f(r)  ануление последнего блока единиц.
Если перед блоком ест 0, то сохранетс условие f(r) > l и-а ведущей единицы
в l, не имещей соответстви в r. Условие f(r)  l выполнетс толко тогда,
когда во всех поицих в r правее k содератс единицы.
Функци g(l) аменет младший нул в l на единицу. В тот момент, когда будет
аменён бит k, проиойдёт совпадение l с r.
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Обратное дерево Фенвика: апрос максимума

T intervalMax(int l, int r) {
T ret = 0;
while (l < r && f(r) > l) { // Right-to-left pass

ret = ret > S[r] ? ret : S[r];
r = f(r) - 1;

}
while (l < r) { // Left-to-right pass

ret = ret > T[l] ? ret : T[l];
l = g(l);

}
return ret;

}

Согласно лемме отреки не перекротс и а пределами [l, r] вычислений не
проиойдёт.
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Фенвик Фенвиков

адача 3. Имеетс N точек на плоскости с координатами (Xi, Yi) и начением
Ai. Требуетс исполнт два типа апросов:

Именит начение в i−й точке Ai = val.
Найти сумму Ai в прмоуголнике.

Почему не классический Фенвик?
Xi, Yi, Ai  109.
Двумерный Фенвик потребует O(1018) памти и времени.
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Фенвик Фенвиков

Дл решени требуетс сатие координат.
Переведём систему координат (X, Y ), X, Y  109 в систему координат
(X ′, Y ′), X ′, Y ′ < N .
Отсортируем массив пар X, Y сначала по X, атем по Y и удалим дубликаты.
Отправим всё в A′.
Дл кадого начени i в A′ построим полоски, содеращие точки с
номерами от f(i) до i.
Када полоска  дерево Фенвика с операцими: 1) точечное обновление и
2) апрос суммы на отреке.
Дл построени сортируем точки в полоске по Y и строим по ним дерев
Фенвика.
Всего полос  N .
Матоидание количества точек в полосе  logN .
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Фенвик Фенвиков. апрос на интервале

Пришёл апрос: дай сумму в прмоуголнике (x, y).
Находим бинпоиском первое число в A′, не меншее x. Пуст его индекс  k.
Классическим Фенвиком двады обрабатываем полоски [f(k) . . . k],
[f(f(k)− 1), f(k)− 1], . . . .
Бинпоиском находим верхн точку полосы, ещё леащу в
Находим сумму на точек и мноества, леащих не выше максималного Y
и полоски и не выше минималного Y и полоски.
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Фенвик Фенвиков: обща стоимост алгоритма

Сатие координат: O(N logN) по времени и O(N) по памти.
Построение деревев: O(N log2 N) по времени и O(N logN) по памти.
апрос на интервале:

Поиск правой границы полосы: O(logN).
аход в каду полосу O(logN) ра.
В кадой полосе O(logN) поиск границы + O(logN) исполнение апроса.
Итого по полосам O(N log2N). Это и ест врем на апрос.
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Частичное каскадирование.
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адача 4. Имеетс K упордоченных по неубывани массивов проиволных
рамеров:

a11, a12, . . . , a1N1

a21, a22, . . . , a2N2

. . . , . . . , . . . ,

aK1, aK2, aKNK
.

Требуетс по данному числу X дл кадого массива минималный и элементов,
не менший, чем X.
Дл X = 14

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89

1 2 4 8 16 32 64 128

1 3 5 6 8 20 30 30 31 35 69 95 113
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адача массового поиска

Пуст N =
K
i=1

Ni.

1. Легко найти решение адачи а врем O


K
i=1

logNi


 O (K logN). На это

потребуетс O(N) памти.
2. Построим BST и всех элементов всех массивов как клчей. В кадом уле

храним мноество и K элементов с ответами. Тогда врем решени будет
O(logN) +K), а памт O(KN).

3. Построим структуру данных, котора аймёт памт как первое решение, и
будет требоват времени как второе решение  слоисту таблицу частичного
каскадировани.
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Частичное каскадирование: идеи

Бинарный поиск в первом варианте в кадом массиве начинаетс с первого
элемента и оканчиваетс последним.
Мы моем авести ссылки меду массивами, поволщие суит поиск.
В массивы могут быт добавлены вспомогателные элементы. Будем
наыват модифицированные массивы сломи.
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Частичное каскадирование: идеи

Что а элементы моно добавлт? Элементы следущего или предыдущего
сло. Если сохранит их местонаходение в другом слое, моно сократит
границы поиска.
Сколко таких элементов добавит? Точно не все. Давайте ровно половину.
Мы сливаем текущий слой с чётными элементами предыдущего, сохран
оригиналные поиции элементов.
При слинии мы добавлем к элементу предпосчитанну информаци, где
его моно найти в текущем слое и где  в предыдущем.
Дл реалных элементов будем сохрант ссылки на максималный
ссылочный, менший текущего (слева) и на минималный болше текущего
(справа).
Дл ссылочных будем сохрант ссылки на реалные элементы слева и
справа.
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Подопытный кролик

1 2 4 8

1 3 5 7

2 3 5 8 13

1 4 9 16 25

С. Л. Бабичев Дерево Фенвика 8 феврал 2024 г. 34 / 39



Построение слоёв

1 2 3 4

1 3 3 5

2 3 4 5 8

1 4 9 16 25

5 7 8

5 7 13

13 16

1 2 4 8

1 3 5 7

2 3 5 8 13

1 4 9 16 25
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Исполнение апроса

1. Част 1. Верхний слой. Бинарным поиском находим в верхнем построенном
слое нуный элемент.

1a. Этот элемент моет быт реалным (ест ответ) или ссылочным.
1b. Если элемент был ссылочный  идём по ссылке влево.
2. Этап 2. Спуститс вни мы моем толко и ссылочного. Идём влево и

спускаемс.
3. Если мы попали в реалный, то ответ моет быт не далее, чем в двух

элементах справа от спуска.
4. Если попали в ссылочный  отправлемс влево и повторем этап 2 до

нинего сло.
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Поиск числа 10
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Поиск числа 6
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Слоност алгоритма

1. Построение слоёв требует O(N) памти.
Последний слой O(Nk), предпоследний O(Nk−1 +

Nk

2
),

первый: O(N1 +
N2

2
+ N3

4
+ · · ·+ Nk

2k−1 ).
При суммировании слой k вносит не более 2Nk в сумму. Обща стоимост
O(N).

2. Поиск в первом слое требует O(logN), в кадом и осталных  O(1). Итого
на поиск O(logN +K).
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