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1 Recherche du chemin le plus court

Chaque personne qui se rend sur la route examine l'�etat de la circulation. La
plupart des gens, qui choisissent un trajet, pensent que l'�etat des transports ne
changera pas tout au long du trajet, c'est-�a-dire qu'ils choisissent le chemin le plus
court sur un graphe orient�e �a pond�eration constante.

Il est tr�es facile de choisir le chemin le plus court sur des graphes simples. Et si
nous cherchions le chemin le plus court sur un grand graphe ?

Nous allons faire la rencontre du plus c�el�ebre des algorithmes non r�eordonn�es,
l'Algorithme de Dijkstra.

Dans l'algorithme de Dijkstra, les chemins les plus courts d'un sommet donn�e
vers tous les autres sont recherch�es. Nous pouvons supposer que l'algorithme de
Dijkstra construit un graphe orient�e des plus courts chemins sans cycles. Les
graphes sans cycles sont appel�es des arbres, donc l'algorithme de Disktra construit
l'arbre des chemins les plus courts, en anglais Shortest Path Tree (SPT). Cet
algorithme est n�ecessaire non seulement dans les t�aches de voyage, mais �egalement
dans les r�eseaux informatiques. Il existe de nombreuses variantes, regardons celle
que propose Dijkstra lui-m�eme.

Cet algorithme consiste en un nombre �ni d'�etapes (vous comprenez qu'un
algorithme consistant en un nombre in�ni d'�etapes est inutile, car il ne se terminera
jamais ?). Cet algorithme est de complexit�e polynomiale. Plus pr�ecis�ement, pour
n sommets et a arcs, le temps est en O((n + a) log n) , voire en O(a + log n).
Chaque �etape consiste �a ajouter exactement un sommet au SPT d�ej�a construit
auparavant. Au tout d�ebut de l'algorithme, le SPT est constitu�e d'un seul sommet
racine, que nous appellerons s, �a partir du mot source. Pour l'algorithme, nous
avons besoin d'un tableau d, les valeurs des �el�ements di seront la longueur du plus
court chemin entre le sommet racine et le sommet i. Initialement, tous les �el�ements
de ce tableau contiennent l'in�ni, �a l'exception de l'�el�ement avec le num�ero s. La
matrice w contient des �el�ements wij qui sont �egaux au poids entre le sommet i et
le sommet j s'ils sont voisins ou l'in�ni s'ils ne sont pas voisins.

Une �etape, ou comme le disent les algorithmiciens, une it�eration de l'algorithme
est la suivante :

1. Le sommet racine (source) est mis dans le SPT.
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2. �A chaque �etape, une ar�ete est ajout�ee au SPT, qui constitue le chemin le plus
court de la source au non-SPT. L'op�eration consistant �a remplacer l'ancienne
longueur du plus court chemin par une nouvelle est appel�ee relaxation.

3. Les sommets sont r�eordonn�es dans le SPT dans l'ordre de la longueur du
chemin depuis le sommet initial.

Prenons un exemple.

�Ecrivons �a c�ot�e de chaque sommet la valeur de la longueur du chemin d�ej�a atteinte
depuis le sommet racine.
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Mettons v1 dans le SPT, et marquons v2, v3 et v4 en gris, ils sont nos candidats
pour les sommets entre lesquels choisir pour la prochaine �etape.
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Parcourons tous les sommets gris. Choisissons, par exemple, le sommet v2. Nous
ajustons la distance de celui-ci. Relaxation: l'ancien chemin le plus court (v1 → v4)

2



est remplac�e par (v1 → v2 → v4). Nous recalculons la longueur du plus court
chemin et �ecrivons le nouveau nombre �a c�ot�e de v4. Le sommet v2 est le plus
proche du SPT, colorons-le en noir.
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Dans le SPT nous avons v1 et v2, et hors du SPT tous les autres (non-SPT).

Il est facile de v�eri�er que le sommet v4 est maintenant dans le SPT. Faisons toutes
les relaxations.
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En regardant le sommet v5 en tant que candidat, un groupe de relaxation est
pass�e: (v1 → v2 → v6) est remplac�e par (v1 → v2 → v4 → v6), (v1 → v3) par
(v1 → v2 → v4 → v3)

3



v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

11

12

7

11

v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

11

12

7

11

v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

11

12

7

11

Cet algorithme a beaucoup d'impl�ementations, nous avons consid�er�e l'une des plus
simples.

La sortie de l'algorithme est le SPT souhait�e.
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Ainsi, il est possible, par exemple, d'estimer le temps n�ecessaire pour se rendre
�a chaque emplacement de la carte ; des sch�emas similaires sont utilis�es lors de
l'estimation du temps de trajet dans diverses applications mobiles.

Une animation d'un algorithme de Dijkstra est montr�ee sur wikip�edia Dijkstra

2 Algorithme de Floyd-Warshall

L'algorithme de Floyd-Warshall est connu depuis 1962. Il d�e�nit les chemins r�eseau
les plus courts, quand le r�eseau (graphe) est d�ecrit par une matrice d'adjacence.
Rappelons que dans la matrice d'adjacence, nous supposons que le nombre dans
la i �eme rang�ee et la j �eme colonne de la matrice d'adjacence est la m�etrique de
l'ar�ete entre les sommets i et j. En changeant un peu la representation on peut
considerer que dans la matrice d'adjacence Cij =∞, dans le cas o�u les sommets i
et j ne sont pas voisins. Comme entr�ee l'algorithme prend la matrice d'adjacence
mise �a jour et comme sortie d'algorithme la matrice va contenir en �el�ement Cij la
m�etrique de chemin le plus court de Pi �a Pj .

Contrairement �a l'algorithme de Dijkstra, qui produit des r�esultats incorrects
quand il existe des chemins avec une m�etrique n�egative, cet algorithme permet
�a de tels chemins d'exister. Il existe une autre restriction : il ne devrait pas y avoir
de cycles avec une longueur n�egative, mais pour r�esoudre les probl�emes de routage
dans les syst�emes r�eels (par exemple, les syst�emes distribu�es), ces restrictions ne
sont pas signi�catives.

L'algorithme lui-m�eme peut �etre d�ecrit sous une forme r�ecurrente :

D
(k)
ij =

{
Cij , si k = 0,

min
(
D

(k−1)
ij , D

(k−1)
ik +D

(k−1)
kj

)
, si k > 1

et en faisant cela, il constitue l'�equation de Bellman pour un probl�eme de
programmation dynamique. Cette t�ache permet une solution pratique ¾bottom-up
¿ , ainsi il peut �etre �ecrit sous une forme it�erative :

void FloydWarshall(int **d, int n) { // il est suppos�e que le tableau est de taille d[n][n] et d�ej�a donn�e

for (int i = 0; i < n; i++) {

for (int s = 0; s < n; s++) {

for(int t = 0; t < n; t++) {

if (s != t) {

if (d[s][t] > d[s][i] + d[i][t]) {

d[s][t] = d[s][i] + d[i][t];

}

}
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}

}

}

}

Les �el�ements inaccessibles dans la matrice doivent �etre marqu�es avec de grands
nombres, par exemple, initialis�es avec une constante INF=1000000000.

Cependant, en appliquant l'algorithme de Floyd-Warshall, nous obtenons uniquement
les m�etriques des chemins les plus courts. Pour la plupart des t�aches, ce ne sont
pas les informations les plus importantes. En fait, nous n'avons pas besoin de la
m�etrique Dij , mais du voisin le long du chemin le plus court. L'algorithme ne
change pas en principe, une nouvelle matrice B de taille N × N est ajout�ee, Bij

est le ¾bon¿ voisin le long du chemin le plus court. Alors, c'est une matrice des
meilleurs voisins. Les changements dans l'algorithme, a�n de calculer y compris le
meilleur voisin, sont tr�es minimes:

void floyd(int **dd, int **b, int n) { // d[n][n], b[n][n]

for (int i = 0; i < n; i++) {

for (int s = 0; s < n; s++) {

if(b[s][i] >= 0) {

for(int t = 0; t < n; t++) {

if (s != t) {

if (d[s][t] > d[s][i] + d[i][t]) {

d[s][t] = d[s][i] + d[i][t];

b[s][t] = b[s][i];

}

}

}

}

}

}

Regardons les �etapes de l'algorithme pour le r�eseau dans la Fig. 2.1. La matrice
de connexion d'origine D ressemble �a ceci:

D(0) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 ∞ ∞ ∞ 3 2
P1 ∞ 0 ∞ ∞ ∞ 4
P2 ∞ 7 0 3 12 ∞
P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ 2 ∞ 0 ∞
P5 ∞ ∞ 4 2 5 0
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Ðèñ. 2.1: R�eseau simple

Avant le d�ebut de l'algorithme, la matrice des meilleurs voisins est initialis�ee comme
suit:

B
(0)
ij =

{
j, si Cij 6= 0,

NIL, si Cij = 0.

Pour plus de commodit�e, nous noterons dans le tableau l'absence de chemin par
le symbole '-' et non par le symbole NIL.

B(0) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 - - - 4 5
P1 - 1 - - - 5
P2 - 1 2 3 4 -
P3 - - - 3 - -
P4 - - - - 4 -
P5 - - 2 3 4 5

La matrice initiale D(0) contient les m�etriques de tous les meilleurs itin�eraires
de longueur unitaire et la matrice B(0) les meilleurs voisins pour ces itin�eraires.
Chaque it�eration suivante de l'algorithme ajoute �a la matrice B(i+1) les �el�ements
associ�es �a des routes de longueur i incr�ement�e de 1, et �a la matrice D(i+1) ces
m�etriques itin�eraires.

Apr�es la premi�ere it�eration, les matrices ne changent pas.

Apr�es la deuxi�eme it�eration, on obtient ce qui suit (les caract�eres en gras marquent
les �el�ements modi��es des tableaux):
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D(2) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 ∞ ∞ ∞ 3 2
P1 ∞ 0 ∞ ∞ ∞ 4
P2 ∞ 7 0 3 12 11

P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞
P5 ∞ ∞ 4 2 5 0

B(2) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 - - - 4 5
P1 - 1 - - - 5
P2 - 1 2 3 4 1

P3 - - - 3 - -
P4 - - - - 4 -
P5 - - 2 3 4 5

Apr�es :

D(3) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 ∞ ∞ ∞ 3 2
P1 ∞ 0 ∞ ∞ ∞ 4
P2 ∞ 7 0 3 12 11
P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞
P5 ∞ 11 4 2 5 0

B(3) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 - - - 4 5
P1 - 1 - - - 5
P2 - 1 2 3 4 1
P3 - - - 3 - -
P4 - - - - 4 -
P5 - 2 2 3 4 5

Le r�esultat des quatri�eme et cinqui�eme it�erations co��ncide avec le r�esultat de la
troisi�eme.

La sixi�eme it�eration (la derni�ere) :
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D(6) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 13 6 4 3 2
P1 ∞ 0 8 6 9 4
P2 ∞ 7 0 3 12 11
P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞
P5 ∞ 11 4 2 5 0

B(6) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 5 5 5 4 5
P1 - 1 5 5 5 5
P2 - 1 2 3 4 1
P3 - - - 3 - -
P4 - - - - 4 -
P5 - 2 2 3 4 5

Ceci termine l'algorithme. En comparant ses r�esultats avec ceux de l'utilisation
r�ep�et�ee de l'algorithme de Dijkstra, nous sommes convaincus de leur identit�e.

Les questions sur lesquelles r�e��echir

1. La constante INF peut-elle avoir une valeur de 2 000 000 000? Si oui, dans
quelles conditions?

2. Quels probl�emes peuvent survenir dans la fonction qui impl�emente l'algorithme
de Floyd-Warshall, en supposant que les m�etriques peuvent �etre des nombres
n�egatifs ? Sugg�erez un moyen de les r�esoudre. Et si les m�etriques sont
repr�esent�ees sous forme de nombres r�eels ?
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