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Exercice 1 Nombre chromatique et nombre d’arêtes.

Montrer qu’un graphe simple non orienté G à m arêtes vérifie

χ(G) ≤ 1
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Exercice 2 Coloration effective

Donner un algorithme qui donne une coloration propre, mais pas nécessairement minimale, d’un graphe.
Quelle est sa complexité ?

Exercice 3 Graphes k-chromatiques sans triangle

Le but de cet exercice est de construire des graphes sans clique de taille 3 (sans triangle) de nombre chro-
matique arbitrairement grand.

Étant donné un graphe non orienté à n ≥ 1 sommets G = ({u1, . . . , un}, E), on définit le graphe à 2n + 1
sommets

G′ = ({u1, . . . , un, u′1, . . . , u′n, v}, E ∪ {[u′i, uj ] | [ui, uj ] ∈ E} ∪ {[u′i, v] | 1 ≤ i ≤ n}) .

1. Si G est sans triangle, montrer que G′ est sans triangle.

2. Montrer que χ(G′) = χ(G) + 1. Indication : utiliser l’exercice ??.

3. En déduire que pour tout k ≥ 1, il existe un graphe sans triangle vérifiant χ(G) = k.

Exercice 4 Nombre chromatique de la somme cartésienne de deux graphes.

La somme cartésienne de deux graphes non orientés G = (VG, EG) et H = (VH , EH) est le graphe G�H =
(V,E) défini par :

— V = VG × VH ;

— [(u, x), (v, y)] ∈ E si et seulement si u = v et [x, y] ∈ EH , ou [u, v] ∈ EG et x = y.

1. Dessiner la somme cartésienne de deux graphes G et H de votre choix.

2. On suppose que G et H sont deux graphes non vides. Montrer que

max(χ(G), χ(H)) ≤ χ(G�H) 6 χ(G) · χ(H).

3. Montrer que si G est une châıne à au moins deux sommets et H non vide, alors

χ(G�H) = max(2, χ(H)).

4. Généraliser ce dernier résultat au cas où G est un graphe biparti quelconque.

5. Cas général : montrer que si G et H sont deux graphes non vides, χ(G�H) = max(χ(G), χ(H)).
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